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사각형 학습지도 방안 연구
기하 영역에서 명제가 참인지를 확인하라는 질문이 주어졌을 때, 대부
분 유클리드의 연역적 증명 방법을 먼저 떠올리곤 한다. 이것은 학생들
이 기하 영역에 어려움을 느끼는 이유 중 하나이다. 기하는 다른 수학
영역에 비해 활동적인 소재로 활용될 수 있음에도 불구하고, 우리나라
중학교 기하교육과정은 수학적 기호와 형식적인 증명으로 구성되어 있
다. 또한 그 명제가 어디로부터 왔는지에 대한 설명과 학생 스스로 탐구
하는 기회가 부족하다. 본 연구는 이에 문제의식을 느끼고 기존 기하교
육과정에 변환 기하학적 관점으로 새로운 접근을 시도하였다.
변환기하는 미국 기하교육과정에서 필수 학습 영역이다. 특정 변환에
대해 보존되는 도형의 성질을 강조하고 이를 적용할 수 있는 다양한 수
학적 상황을 제공한다. 이에 비해 우리나라 교육과정에서는 유클리드 기
하의 추론방식을 기반으로 하고 있어 상대적으로 직관기하는 학습의 보
조적 수단으로 간주되고 있다.
본 연구는 중학교 기하교육과정에 변환 기하학적 관점을 도입한 한
예시로 대칭성을 이용한 사각형 학습지도 방안을 연구하고 이를 직접 교
수실험하였다. 학생들은 사각형 접기, 돌리기 등의 조작 활동을 통해 변
환과 대칭에 대해 학습하며 자연스럽게 사각형의 성질을 연역할 수 있었
다. 또한 대칭성을 통해 여러 가지 사각형의 관계를 통일된 관점으로 학
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습할 수 있었다.
기하학습의 직관적이고 구체적인 측면을 강조하고 조작활동을 통해
도형의 성질을 직접 연역할 수 있는 방법으로서 변환기하는 그 활용가치
가 높다. 변환과 대칭은 직관기하의 장점을 부각하며 기존의 기하교육과
정을 새로운 시각으로 접근하게 한다.
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Ⅰ. 서론
1. 연구의 목적 및 필요성
2009 개정 교육과정의 성취기준에 따라 중학교 수학2 교과서는 기하
단원에서 정당화 방법을 다양하게 제시하는 데에 주안점을 두고 있다.
사각형 단원의 경우, 주어진 정의 아래 참인 것처럼 보이는 사각형의 성
질들이 항상 참인지를 확인하는 데에 초점을 둔다. 그러나 사각형의 정
의는 교과서에서처럼 절대적으로 정해진 것이 아니라 관점에 따라 다양
하게 범주화될 수 있다(Zazkis, Leikin, 2008). 따라서 학생들이 스스로
추측하고 구성하는 것이 아니라, 정해진 정의와 성질들을 수동적으로 전
달받는 것은 참된 기하교육의 방향이라고 보기 어렵다. 이러한 문제점은
사각형의 포함관계 학습으로도 이어진다. 교과서에서 이미 정해놓은 오
직 한가지의 방법을 토대로 한 사각형의 포함관계 학습 방법은 피상적인
이해에 그칠 수 있다.
교과서에 제시된 사각형 단원의 학습 방법에 대한 지적은 다음의 연
구에서도 찾아볼 수 있다. 조혜미(2014)는 특히 중학교 수학2 교과서 기
하단원의 탐구활동에서 ‘기하학적 성질을 추론하기’ 활동이 ‘기하학적 개
념, 사실 알기’ 또는 ‘기하학적 성질 적용하기’ 활동보다 상대적으로 비율
이 낮음을 지적하였다. 박해민과 이종희(2017)는 교과서에서 ‘성질을 생
각해보자’, ‘어떤 사실을 알 수 있는가’, ‘~인지 추측 하여라’ 등의 요구를
하는 것이 학생에게 스스로 지식을 구성하는 추측의 기회를 주었다고 보
기 어렵다고 하였다. 또한, 도종훈(2006)은 교과서에서 사다리꼴과 평행
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사변형은 변들 간의 “평행”여부를 통해 정의되는 반면, 직사각형과 마름
모는 “각”과 변의 “길이”를 통해 결정되는 형식을 취하게 되어 여러 가
지 사각형들의 분류와 이들 사이의 포함 관계에 대한 이해가 자연스럽게
이루어지기 어렵다고 하였다. 또 이규희와 최영기(2016)는 교과서나 저
자들이 오직 하나의 옳은 수학적 정의가 있다는 입장을 취하기 때문에
학생들 스스로 사각형의 분류에 대해 여러 관점을 갖기에 무리가 있다고
하였다.
한편, National Council of Teachers of Mathematics(이하 NCTM)에
서 제시된 <학교수학의 교육과정과 평가의 표준>(1989)에서는 기하영역
가운데 유클리드기하학적, 해석기하학적, 변환 기하학적 등을 포함한 다
양한 관점을 절충하여 다룸으로써 학생들에게 문제 상황에 따라 적합한
기하학적 방법과 개념을 효과적으로 적용할 수 있는 능력을 길러 줄 것
을 요구하고 있다(우정호, 1998). 또, NCTM(2000)은 변환이 실세계와 수
학의 문제해결에 있어 가치 있는 도구이며, 우리의 물리적 환경을 설명
하고 번역해준다고 한다. 아울러 변환이 모든 학생들에게 중요한 공부
주제라 강조하며, 특히 6-8학년 기하학습에서 거리를 보존하는 반사대
칭, 회전대칭, 평행이동을 학습할 것을 당부하고 있다. 이렇게
NCTM(2000)이 중학교 기하교육에서 변환기하를 강조하는 점은 우리나
라 중학교에서는 변환기하가 다뤄지지 않으며, 변환기하가 반영된 전체
학교수학 내용이 적은 현실과 극명하게 대비된다.
이에 본 연구는 대칭성을 이용한 중학교 2학년 사각형의 성질과 포함
관계 학습지도 방법을 제안한다. 사각형의 대칭성을 통해 사각형의 다른
성질들을 연역하고 여러 가지 사각형의 포함관계를 추론할 수 있음을 확
인하고, 그 교육적 시사점을 논의한다.
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2. 연구문제
2009개정 교육과정 이후 중2에서는 사각형의 성질에 대한 증명 대신
다양한 정당화 활동이 권장된다. 김수철(2014), 조미혜(2014)는 중학교
수학 교과서의 기하영역에서 나타나는 정당화 유형을 분석하였다. 이에
따르면 경험적·귀납적 정당화, 예에 의한 정당화, 준연역적 정당화 그리
고 형식적·연역적 정당화 등 교과서에서는 다양한 방법을 제시하고 있음
을 확인할 수 있다.
그러나 2009개정 교육과정에서 증명이 정당화로 바뀌었음에도, 현장에
서는 증명이라는 용어만 정당화로 바뀌었을 뿐 관련 내용은 달라지거나
약화되지 않았다고 느끼는 의견이 제시되었다. 실제로 13종의 교과서에
서는 삼각형, 사각형의 성질을 다루는 내용은 가정, 결론 등의 용어와 형
식을 사용하지 않을 뿐이지 이전 교육과정의 교과서와 유사한 방식으로
증명을 다루고 있었다(교육부 외, 2016).
증명은 삼각형의 합동조건과 평행선의 성질 등으로 주어진 도형의 성
질이 항상 참인지를 확인하는 것으로, 중2 기하 영역에서 처음 도입되는
논증방법이다. 이에 따라 교과서의 흐름은 도형의 정의와 기본 성질 등
불완전한 공리계를 설정하고 이를 근거로 하여 연역적 증명을 하는 유클
리드 기하의 추론 방법을 기반으로 한다. 이러한 입장으로 인해 중학교
수학에서는 대칭이나 회전과 같은 직관기하의 영역은 시각적 보조 수단
으로 간주되고 있으며 유클리드식의 접근만이 유일한 증명으로 간주되고
있다(우정호, 1998).
이러한 유클리드식의 기하학습은 형식적이고 엄밀한 면으로 인해 학
습상의 어려움을 초래하였다. 이에 대한 대안으로 제시된 것이 Klein의
변환기하이다. Klein은 변환기하학을 ‘어떤 특정한 변환 군 아래에서 불
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변인 도형의 성질을 연구하는 학문’으로 규정하였다. 변환 기하학적 접근
은 기하학적 사고를 동적인 조작으로 변환시킬 뿐만 아니라, 도형의 성
질을 더욱 구체적이고 직관적으로 학습할 수 있게 한다.
이에 본 연구에서는 변환기하가 기하교육에서 어떤 역할을 할 수 있
는 지를 미국 교육과정과 교과서, 한국 교육과정과 교과서를 비교하여
알아보고자 한다. 또한 중학교 2학년 사각형의 성질 단원을 변환 기하학
적 접근으로 지도하여, 기존의 유클리드식의 접근과의 차이점 및 시사점
을 도출하고자 한다. 구체적인 연구 문제는 다음과 같다.
1. 변환기하의 비중에 따라 기하학습의 내용 및 전개방식은 어떻게 다
른가?





대칭은 예술, 물리 등의 분야뿐만 아니라 수학의 발전에 큰 역할을 하
였다. 다양한 수학 영역에서 대칭 아이디어를 쉽게 찾을 수 있다.
예를 들어, Lagrange는 방정식의 근이 존재한다는 가정 하에 근으로
만들 수 있는 모든 가능한 치환을 고려하였다. Galois는 방정식의 근 사
이의 대수적 관계를 보존하는 자기동형사상이 이루는 군의 대칭성으로
방정식을 분류하였다. 이어 Klein은 군 개념을 변환군 개념으로 확장하
여 다양한 기하 체계를 변환 아래에서의 불변성으로 분류하였다. 이와
같이 군론을 통해 대칭성을 나타낼 수 있으며, 군론에서 대칭성이 중요
한 역할을 하는 것을 알 수 있다.
또한 복소수의 기하학적 표현에서도 대칭성을 살펴볼 수 있다.   
의 해는 복소평면에서 단위원에 내접하는 정 각형의 꼭짓점들을 형성
한다. 이때 해들의 집합은 복소평면에서 1부터  회전 아래 불변
인 위수 의 회전대칭성을 갖는 단위원에 내접하는 정각형의 꼭짓점이
다.
학교 수학에서도 대칭을 바탕으로 한 내용을 쉽게 발견할 수 있다. 대
수에서 등식의 성질과 부등식의 성질은 양변에 대칭적으로 같은 사칙연
산을 적용했을 때의 성질을 파악하는 것이다. 또, 역함수, 절댓값을 포함
하는 함수, 유리함수 등의 함수의 그래프는 대칭을 통해 학습된다. 특히
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우함수, 기함수 등의 경우 함수의 특징에 따라 미분이나 적분의 값을 계
산할 때 대칭이 중요한 역할을 하고 있다. 삼각법에서는
cos  sin   과 같은 대칭적 관계를 발견할 수 있다. 이항정리에서
도 각 항의 계수들의 대칭성을 파스칼 삼각형을 통해 관찰할 수 있다.
통계에서는 평균을 중심으로 선대칭 모양인 표준정규분포곡선을 활용하
여 통계적 추정을 하고 있다. 이와 같이 대칭개념은 그 자체로 중요하며
기하학습 뿐만 아니라, 전반적인 수학과 학교수학에 내포되어 있음을 알
수 있다.
1.2. 기하에서의 대칭
현행 학교수학에서 다루는 기하는 대부분 유클리드 원론에 수록된 내
용과 방식을 따르고 있다. 유클리드 원론은 역사적으로도 수학의 근본이
자 학문의 전형으로서 기하 교육을 위한 교재 역할을 해오고 있다. 그러
나 형식적·연역적 증명을 통한 전개 방식은 학습에 있어 인지적 어려움
을 자아냈고, 도형을 정적으로 보고 동적으로 고찰하지 않는 접근방법은
유클리드원론이 기하 교육의 원형으로서 과연 적절한가에 대해 의문을
품게 하였다. 또한 유클리드의 합동공리는 ‘도형은 그 모양과 크기를 변
하지 않고 한 위치에서 다른 위치로 옮길 수 있다’를 가정하고 있기 때
문에 그 역시 기하 연구에서 이동이 불가피함을 알았지만 이동을 수학적
으로 뒷받침하지는 못하였다(우정호, 1998).
이에 Klein은 유클리드기하의 결함을 해소하기 위하여 Erlangen
Programm을 통해 함수적 사고와 공간직관의 중요성을 강조하며 이동에
수학적인 해석을 제공하는 변환기하학을 창시하였다. Klein은 변환군을
이용하여 기하학을 ‘어떤 특정한 변환군 아래에서 불변인 도형의 성질을
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연구하는 학문’으로 규정하였다. 이러한 정의에 의해 기존의 여러 기하학
들은 변환군 사이의 포함관계와 그 아래에서의 불변성에 따라 다음과 같
이 위계적으로 분류가능하게 되었다.
(위상변환군) ⊃ (사영변환군) ⊃ (아핀변환군) ⊃ (닮음변환군) ⊃ (합동변환군)
변환기하학에서 변환군을 대수적으로 정의하면 다음과 같다.
를 공집합이 아닌 집합이라고 하자. 일대일 대응 함수    →를 상의
변환이라 할 때, 상의 어떤 변환들의 모임 가 다음 조건을 만족하면 를 기
하  의 변환군이라고 한다.
ⅰ) 는 변환의 합성에 대하여 닫혀 있다.
ⅱ) 항등함수는 에 속한다.
ⅲ) ∈라면  ∈이다.
합동변환이란  의 임의의 점  에 대하여 와  사이의 거리가
와 의 거리와 같게 보존하는 변환    →  을 말한다. 합동변
환군에는 반사(reflection), 회전(rotation), 평행이동(translation) 등이 속
한다.
Klein은 유클리드 평면에서 합동변환군에 의해 불변인 도형의 성질을
유클리드적 성질이라 하고, 이런 유클리드적 성질을 다루는 기하학을 유
클리드 기하학이라 정의하였다. 즉, 평면 유클리드 기하학은 주어진 평면
위에서 평행이동과 대칭이동 등의 변환 아래 불변인 도형의 성질을 연구
하는 학문이라고 할 수 있다(Henle, 2001).
이어 도형 에 대하여    를 만족하는 합동변환 를 의 대칭
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변환이라 하고 는 에 의하여 대칭이라고 한다. 의 모든 대칭변환의
집합도 군을 이루는데 이 군을 의 대칭군이라고 한다.
예를 들어, 사각형에서 항등변환을 , 대각선의 교점에 의한  회
전변환을 이라 하자. 평행사변형의 경우,   은 평행사변형의 대칭
군이다. 직사각형은 두 인접하는 변의 수직이등분선을 대칭축으로 하는
대칭변환을 각각  , 라 할 때,     는 직사각형의 대칭군이
다. 마름모는 두 대각선을 대칭축으로 하는 대칭변환을 각각  라
할 때, 그 대칭군은     이 된다. 정사각형의 경우, 와
회전변환을 각각  라 하면, 그 대칭군은
        가 된다(<표 Ⅱ.1>).
평행사변형 직사각형 마름모 정사각형
<표 Ⅱ.1> 여러 가지 사각형의 대칭의 중심과 대칭축
한편, Weyl(1952)는 변환 중에서도 대칭을 강조하며 이를 변환 아래
에서의 원소의 외형의 불변성이라고 정의하였다. 즉, 기하학적 대상을 변
환 조작하였을 때 변환 전과 모양이 일치한다면 그 대상이 대칭성을 가
지고 있다고 말할 수 있다. 이때 대상을 불변이게 하는 변환 전체, 변환
군은 대상의 대칭성을 나타낸다. 이에 따라 좌우대칭성은 반사변환
(reflection)에 대한 불변성을 의미하고, 회전대칭성은 회전변환(rotation)
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에 의한 불변성을 의미한다. 위의 예에서는 평행사변형의  회전변
환에 의한 불변성, 즉 회전대칭성을 통해 두 쌍의 대변의 길이가 같음을
알 수 있다.
또한 도형의 대칭성을 정의하면 대상을 대칭 변환의 개수에 따라 대
칭성의 많고 적음을 말할 수 있게 된다(남진영, 박선용, 2002). 위의 예에
서 마름모의 대칭성이 정사각형의 대칭성보다 적으며, 그 변환군이 포함
됨을 알 수 있다.
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2. 기하교육에서 변환기하의 역할
기하교육에서 변환기하의 역할을 알아보기 위해 우리나라 교육과정과
그에 비해 상대적으로 변환기하를 강조하고 있는 미국 교육과정을 비교
하였다. 우리나라 교과서의 경우, 모두 교육부 심의를 거친 교과서이므로
교과 내용의 차이는 거의 없다고 할 수 있다. 이에 본 연구는 2009개정
교육과정을 따르는 초3, 초5 교과서 및 이준열 외(2010)의 수Ⅰ교과서를
분석대상으로 임의로 선정하였다. 미국의 경우, 주마다의 특색 있는 교육
과정에 근거하여 교과서가 다양하기에 McGraw-Hill 출판사의 Carter et
al의 'Geometry'를 분석대상으로 임의로 선정하였다. 그리고 이 선택으
로 발생할 수 있는 일반화 오류를 감소시키기 위해 각 나라의 교육과정
자료를 참고하였다. 본 절에서는 우리나라와 미국의 교과서 및 교육과정
자료에서 변환기하 관련 학습목표와 학습내용의 차이점에 초점을 맞추어
분석한다.
2.1. 미국 교육과정에서 변환기하
NCTM(2000)에서는 수와 연산, 대수, 기하, 측정, 자료 분석과 확률의
다섯 가지 수학의 내용영역에서 기대 목표를 제시하였다. 미취학 과정부
터 12학년에 걸친 교육프로그램을 통한 기대 목표 중 ‘기하’에 해당하는
내용은 다음과 같다.
· 2차원과 3차원의 기하학 도형의 특징과 성질을 분석하고 기하학적 관계에
대한 수학적 토론(argument)을 전개한다.
· 위치를 구체화하고 좌표 기하와 다른 표현 체계를 사용하여 공간적 관계를
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기준 변환과 대칭을 이용하여 수학적 상황을 분석한다.
미취학-
2학년
-밀기, 뒤집기, 돌리기를 인식하고 적용한다.
-대칭 도형을 인식하고 만들어낸다(create).
3-5학년
-2차원 도형의 밀기, 뒤집기, 돌리기의 결과를 추측하고 설명한
다.
-두 도형이 합동임을 보이기 위해 운동(motion) 또는 일련의 운
동(motion)을 설명한다.
-2차원과 3차원의 도형과 디자인에서 선대칭과 회전대칭을 구별
하고 설명한다.
6-8학년
-뒤집기, 돌리기, 밀기 그리고 확대축소(scaling)와 같은 비형식
적 변환으로 도형의 크기, 위치, 방향을 설명한다.
-변환을 사용하여 대상의 합동, 닮음, 그리고 선대칭 또는 회전
대칭을 판단한다.
9-12학년
-평면 위에서 대상의 평행이동, 반사, 회전 그리고 닮음(dilation)
을 스케치, 좌표, 벡터, 함수 개념, 그리고 행렬을 이용하여 표현
하고 이해한다.
-단일 변환과 그 합성의 효과의 이해를 돕기 위해 다양한 표현
방법을 사용한다.
<표 Ⅱ.2> NCTM(2000)의 학습 단계별 기대 목표
설명한다.
· 변환과 대칭을 이용하여 수학적 상황을 분석한다.
· 문제를 해결하기 위해 시각화, 공간적 추론 그리고 기하학적 모델링을 사용
한다.
위의 내용 중 세 번째에 해당하는 ‘변환과 대칭을 이용하여 수학적 상
황을 분석하는 능력’에 대한 학습 단계별 세부 기대 목표는 <표Ⅱ.2>와
같다.
- 12 -
저학년과정에서 학생들은 도형의 이동에 대해 원래 갖고 있던 직관을
밀기, 뒤집기, 돌리기와 같은 조작활동으로 학습한다. 그 뒤 변환기하에
대한 내용은 점점 형식적이고 체계적으로 진행된다. 3-5학년에서는 변환
의 결과를 관찰하고 추측하며 그것을 설명하기 시작한다. 6-8학년은 성
질을 보존하는 변환의 의미를 통해 합동, 닮음, 대칭을 판단하고 설명한
다. 9학년 이후는 함수를 포함하여, 행렬, 벡터 등 변환을 표현하는 다양
한 방법과 변환의 합성을 배운다. 전 12학년 과정에서 대칭은 수학과 심
미적 통찰력을 길러줄 수 있다는 전제 아래 그 학습이 강조되고 있다.
본 연구에서 분석 대상으로 하는 Carter et al. (2010) Geometry 교과
서는 점, 선, 면부터 평면도형, 입체도형의 성질까지 내용을 포함하는 책
으로, 9학년부터 12학년까지의 전반적인 기하내용을 총체적으로 다룬다.
본 연구는 Carter et al. (2010) 내용 중 변환기하를 다루는 4단원과 9단
원에 중점을 맞추어 살펴보고자 한다.
4단원, 합동 삼각형(Congruent Triangles)은 먼저 합동인 삼각형을 정
의하고, 이에 대한 유클리드식의 접근인 SSS, SAS, ASA와 AAS 삼각
형의 합동조건을 다룬다. 그리고 마지막 4-7 소단원 합동변환
(Congruence Transformation)에서는 변환 기하학적 관점에서 합동인 삼
각형을 다룬다. 이때 변환이란, 원래의 이미지를 새로운 이미지로 대응시
키는 연산(operation)으로 화살표로 나타낼 수 있는 것이다.
이어서 합동변환, 또는 강체 변환(rigid transformation)이란 위치는 바
뀔 수 있어도 모양은 보존하는 변환이고, 그 유형으로 반사(reflection),
평행이동(translation) 그리고 회전(rotation)이 있음을 설명한다([그림
Ⅱ.1]). 또 다양한 도형을 비롯하여 좌표평면 위에서의 도형과 실생활 소
재에서 합동변환의 예시를 통해 문제에서 주어진 변환이 합동변환인지를
판단하는 활동을 제공한다.
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[그림 Ⅱ.1] Geometry(Carter et al.): 합동변환의 정의와 핵심 개념
[그림 Ⅱ.2] Geometry(Carter et al.): 반사의 정의와 핵심 개념
그리고 9단원 변환과 대칭(Transformations and Symmetry)은 변환을
표현하는 다양한 방법 및 관련된 문제를 소개하고 나아가 3차원 도형의
대칭을 설명한다. 9-1 반사(reflection) 소단원 내용에 따르면, 반사대칭
은 앞서 배운 뒤집기에 해당하는 변환이며, 이때 원상(preimage)의 점들
과 이들에 대응하는 상(image)의 점들은 대응축으로부터 같은 거리에 있
다([그림 Ⅱ.2]). 또한 반사는 등거리변환(isometries)으로 길이, 각 등을
보존하지만 원상과 상의 방향은 반대이다.
이어서 좌표평면에서 특히 축, 축, 또는    직선을 축으로 도형
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[그림 Ⅱ.3] Geometry(Carter et al.): 평행이동의 정의와 핵심 개념
을 선대칭 시킬 때 나타나는 점의 좌표 변환의 특징을 다루고, 실생활문
제로 선대칭을 활용한 최소거리문제 등을 제시한다.
9-2 평행이동(translations) 소단원은 평행이동을 주어진 도형의 모든
점들을 같은 방향과 같은 거리로 이동시키는 변환이라고 설명한다. 이때
벡터는 거리와 방향을 모두 설명하는 데에 쓰일 수 있기 때문에, 평행이
동을 정의하는 도구로 활용된다([그림 Ⅱ.3]).
이어서 좌표평면에서 주어진 벡터로 도형을 평행이동 시켜보며, 행진
하는 악단의 포지션을 평행이동으로 설명하게 하는 등 실생활문제를 제
공한다.
9-3 회전(rotation) 소단원에 따르면, 회전은 원상의 모든 점을 고정점
으로부터 특정 각과 방향으로 이동시키는 것이다. 대칭의 중심이 아닌
점들은 원상과 상이 대칭의 중심으로부터 같은 거리에 있으며, 회전각은
원상, 대칭의 중심 그리고 상으로부터 형성된다([그림 Ⅱ.4]).
다음으로 좌표평면에서 특히 원점을 중심으로 주어진 도형을 회전시
킬 때 나타나는 점의 좌표 변환의 특징 등을 다룬다.
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[그림 Ⅱ.4] Geometry(Carter et al.): 회전의 정의와 핵심 개념
[그림 Ⅱ.5] Geometry(Carter et al.): 선대칭도형의 정의와 핵심 개념
9-5 대칭(Symmetry) 소단원은 보다 실생활 소재를 활용하여 2차원
또는 3차원 그림을 보고 선대칭 또는 점대칭을 얼마나 갖는지 판단하는
내용으로 구성되었다. 2차원에서 대칭도형이란 반사, 평행이동, 회전 또
는 미끄럼 반사(glide reflection)로 자기 자신에게 사상시키는 강체운동
이 존재하는 것을 말한다. 평면에서 선대칭도형은 대칭축에서 자신을 반
사시켰을 때 그 자신으로 대응되는 도형이다([그림 Ⅱ.5]). 평면에서 회전
대칭도형은 도형의 중심에서 에서  사이의 회전에 의해 그 자신
으로 대응되는 도형이다([그림 Ⅱ.6]).
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[그림 Ⅱ.6] Geometry(Carter et al.): 회전대칭도형의 정의와 핵심 개념
[그림 Ⅱ.7] Geometry(Carter et al.): 3차원 대칭도형의 정의와 핵심 개념
3차원 도형도 대칭을 가질 수 있다. 3차원에서 도형이 평면에 의한 반
사로 그 자신에 대응된다면 평면대칭(Plane Symmetry)을 갖는다. 3차원
에서 도형이 한 직선에서 에서  사이의 회전에 의해 그 자신에
대응된다면 축대칭(Axis Symmetry)을 갖는다([그림 Ⅱ.7]).
9-6 소단원은 행렬을 이용한 변환을 다룬다. 어느 한 도형의 각 점
에 대응하는 좌표가 주어졌을 때, 그 좌표로 1행을, 좌표로 2행을 순
서대로 구성된 행렬을 만든 후 그 행렬에 다른 행렬을 더하고, 곱하며
행렬 연산이 그 도형을 어떻게 변환하였는지를 관찰하게 한다([그림
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[그림 Ⅱ.8] Geometry(Carter et al.): 행렬로 표현한 평행이동
Ⅱ.8]).
이와 같이 Carter et al. (2010)는 반사, 평행이동, 회전 등을 합동변환
의 종류로서 제시한다. 즉, 이들은 모두 도형의 위치는 바꿀 수 있어도
모양은 보존하는 변환임이 강조된다. 그리고 도형의 변환을 관찰하며 각
변환의 특징을 충분히 배운 뒤, 도형을 좌표평면 위로 옮겨 점의 좌표의
변환의 특징을 살펴본다. 그리고 함수, 벡터, 행렬 등 다양한 수학 영역
과 바로 연결 지으며 변환 기하학적 관점에서 일관적인 개념이해를 도모
하고 있음을 알 수 있다. 더불어 실생활 소재를 활용하고 실생활 관련
문제를 해결하며 생활 속의 변환을 생각해보는 기회를 제공한다.
2.2. 우리나라 교육과정에서 변환기하
우리나라 2009 개정 교육과정에서 변환기하와 관련되는 내용은 대부
분 합동변환과 관련되며, 초등학교 3학년의 ‘평면도형의 이동’, 5학년의
‘도형의 대칭’, 고등학교 1학년의 ‘도형의 이동’에서 등장한다. 각각의 내
용에 해당하는 2009 개정 교육과정 내용 성취기준은 <표 Ⅱ.3>와 같다.
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초 3
구체물의 밀기, 뒤집기, 돌리기 활동을 통하여 그 변화를 이해한다.
평면도형의 이동을 이용하여 규칙적인 무늬를 꾸밀 수 있다.
초 5 선대칭도형과 점대칭도형의 의미를 알고 그릴 수 있다.
고 1
평행이동의 의미를 이해한다.
원점, 축, 축, 직선   에 대한 대칭이동의 의미를 이해하고 이
를 설명할 수 있다.
<표 Ⅱ.3> 2009 개정 교육과정의 내용 성취기준
구체적으로 이 성취기준에 따르면 초등학교 3학년에서는 평면도형의
밀기, 뒤집기 그리고 돌리기 활동을 통해 그 변화를 이해시키고, 이를 이
용하여 규칙적인 무늬를 꾸미도록 한다(교육부, 2014). 초등학교 5학년에
서는 선대칭도형과 점대칭도형을 학습한다. 이때 선대칭도형이란 한 직
선을 따라 접어서 완전히 겹쳐지는 도형이고, 그 직선을 대칭축이라고
정의한다. 점대칭도형이란 한 도형을 어떤 점을 중심으로 돌렸을
때 처음 도형과 완전히 겹쳐지는 도형이고, 그 점을 대칭의 중심이라고
정의한다(교육부, 2014). 이렇듯 대칭도형은 합동을 배운 직후 학습되는
데에도 불구하고, 합동과 연결해서 정의되지 않는다. 즉, 선대칭과 점대
칭의 중요한 특징인 합동변환, 도형의 위치는 바꿀 수 있어도 모양은 보
존한다는 점이 강조되고 있지 않다. 한길준 외(2007)는 초등학교에서 대
칭이동 등을 학습할 때 합동변환에 대한 이해의 부족으로 학생들이 대칭
이동 후의 도형이 처음 도형과 합동이 되어야한다는 사실을 간과하는 경
향이 있음을 지적하였다.
고등학교 1학년에서는 좌표평면에서 도형을 평행이동 또는 대칭이동
했을 때 도형의 방정식과 그래프를 구한다. 이때 평행이동이란, 좌표평면
위의 점 를   로 옮기는 것이다. 대칭이동이란 좌표평면
위의 점 를 한 점 또는 한 직선에 대하여 대칭인 점′′로 옮기는
것이다. 박정선(2005)에 따르면 학생들은 대부분 주어진 함수 그래프에
서 역함수의 그래프를 그릴 때,   에 대칭인 관계임을 아는 데도 불구
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하고 잘 그리지 못한다고 한다. 최민아(2009)도 도형의 방정식   
의 그래프가 주어졌을 때   ,    ,    ,    의
그래프를 그리라는 문항에서 대부분의 학생들이 각각의 방정식이 어떤
대칭이동인지 판단할 수 있지만 좌표평면 위에 제대로 표현하지 못하는
오류를 범한다고 하였다. 즉, 도형을 대칭이동 시켰을 때 도형의 어떤 성
질이 보존되는지에 대한 이해가 부족한 것이다.
위와 같이 변환기하 관련 내용들은 교육과정에서 충분히 다루어지지
못하고 있으며, 교사와 학생 모두 지도와 학습에서 어려움을 토로하고
있는 부분으로 꾸준히 지적되고 있다(김남희 외, 2011). 그럼에도 불구하
고 현재 학교수학에서 변환기하는 내용과 깊이 면에서 달라지지 않았으
며, 변환기하를 다루는 초등학교 5학년과 고등학교 1학년 사이의 시기
상 간격이 커 학습의 연속성이 떨어지고 있다. 특히 ‘대칭’은 학교수학에
서 함수, 확률, 대수 등에서 분할 제시되고 있어 변환 기하학적 관점이
강조되고 있지 않다.
2.3. 우리나라와 미국의 변환기하 교육 과정 비교
우리나라 교육과정에서 함수 그래프의 평행이동과 대칭이동은 변환
기하학적 관점보다 그래프를 그리기 위한 수단으로서 다루어지고 있기
때문에 도형의 성질의 보존에 대한 이해의 부족으로 인한 오류를 낳게
할 수 있다.(최민아, 2009). 또한 평행이동과 대칭이동이 ‘도형의 이동’ 단
원으로 묶여있지만 변환들이 가지는 공통적인 특징보다 개개의 변환에
개별적으로 접근하기 때문에 전체를 관통하는 보편적 성질, 변환의 불변
성을 전달하고 있지 못하다(유윤재, 2013).
예를 들어 이준열 외(2009) 수학Ⅰ 교과서는        그래프가
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[그림 Ⅱ.9] 수학Ⅰ 교과서(이준열 외): 도형의 평행이동 설명 과정
   그래프를 축 방향으로 만큼, 축 방향으로  만큼 평행이
동한 것인 이유를 [그림 Ⅱ.9]와 같이 설명한다. 임의의 점 가 평행이
동하면     가 되는데 이를 ′ ′라 하면,   ′  ,   ′ 
가 되어   에 대입하면 ′  ′    이다. 따라서 평행이동
한 그래프의 식은       이다. 이러한 설명 방식은 학생들의 직
관과 모순되어 이해하는 데에 어려움이 있다고 지적되고 있다(김남희 외,
2011).
반면, Carter et al. (2010) 교과서에서는 이를 변환 기하학적 관점에서
설명한다. 먼저 좌표가 없는 평면에서 주어진 도형을 주어진 벡터로 평
행이동 시키는 활동을 한다. 그 후, 좌표평면으로 그 도형을 옮겨 평행이
동 시키면 점의 좌표가 어떻게 변화하는 지 살펴본다. 함수   을
좌표평면에서    만큼 평행이동 했을 때 함수식을 구하는 것은 연습
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문제로 다루어진다. 이렇게 순차적으로 변환 기하학적 관점에서 나아갈
경우, 평행이동한 점을 로 두면, 옮기기 전의 점은    가 된
다. 그리고    이 변환 전의 점이라는 것을 를 이용하여 진술
하면       이 된다. 왜냐하면 평행이동 변환은 함수 그래프의
모양을 보존시키기 때문에 를 이용한 식을 만족시켜야 하기 때문이다.
그러므로 구하는 함수식은       이다. 이러한 설명 방식은 변
환을 역으로 이용한 것으로 변환 기하학적 관점이 강조된 것이다.
마찬가지로 대칭이동한 함수의 식 또한 변환의 불변성을 강조하며 지
도할 수 있으며, 이를 통해 평행이동과 대칭이동 변환의 공통점을 설명
할 수 있다.
앞서 살펴본 미국과 우리나라의 변환기하 학습내용을 비교해보면 <표
Ⅱ.4>와 같다.
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미국 교육과정 우리나라 교육과정
변환기하
학습목표











합동변환이란 위치는 바뀔 수
있어도 모양은 보존하는 변환






합동변환을 정의하고 그 종류
로서 반사, 평행이동, 회전 등
을 학습한다. 그 후 좌표평면
위에서 각각의 변환의 특징을
다루고 대칭도형을 변환의 관
점에서 정의한다.
대칭도형이 먼저 등장하고 이를
접거나 돌렸을 때 완전히 겹쳐지
는 도형으로 정의한다. 좌표 평
면 위의 평행이동, 대칭이동에






평행이동, 반사, 회전 등의 변
환을 좌표, 벡터, 함수, 행렬
등을 이용하여 다양하게 표현
한다.
좌표 평면 위에서 점과 도형의
평행이동, 대칭이동을 살펴본다.
<표 Ⅱ.4> 미국과 우리나라의 변환기하 교육과정 비교
앞서 다룬 내용을 요약하면 첫째, 우리나라 교육과정에서는 변환기하
학습목표를 직접적으로 명시하지 않는 반면, 미국 교육과정에서는 변환
과 대칭으로 기하 도형뿐만 아니라 수학적 상황을 분석하기를 목표로 제
시한다. 둘째, 변환기하 내용 학습시기의 경우, 우리나라는 초등학교와
고등학교로 분리되어 있고, 미국은 전 학년에서 권장되고 있다. 이렇게
두 나라에서 변환기하학습에 두는 비중의 차이는 학습내용으로도 이어진
다. 셋째, 미국 교육과정에서는 합동변환 정의를 제시하고, 그 하위 종류
로 반사, 평행이동, 회전 등을 설명하여 이들이 모두 도형의 모양을 보존
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하는 변환임을 강조하고 있다. 우리나라 교육과정에서는 합동변환이라는
단어가 등장하지 않으며 합동은 유클리드기하식의 접근으로만 다루어진
다. 넷째, 미국교육과정에서는 합동변환을 먼저 다루고 대칭도형을 학습
한다. 때문에 선대칭도형과 회전대칭도형은 특히 반사변환, 회전변환 후
자신으로 대응되는 도형으로 “변환”을 통해 정의된다. 그 반면, 한국 교
육과정에서는 초등학교에서 선대칭도형과 점대칭도형을 먼저 학습하는
데, 앞서 배우는 도형의 합동과 관련하여 다루지 않기 때문에, “변환”이
라는 함수적 측면이 상대적으로 강조되지 않는다. 따라서 대칭도형은 돌
리기, 접기, 겹치기 등 비형식적 용어를 통해 정의된다. 또한 선대칭과
점대칭을 함께 다루지 않고 분리 학습하기 때문에 두 대칭변환의 공통적
성질이 잘 드러나지 않는다. 이후 고등학교에서 도형의 이동을 배울 때
도 평행이동, 대칭이동의 공통 성질인 합동변환의 불변성보다 개개 변환
의 그래프식의 변화에 집중하여 학습하고 있다. 다섯째, 미국 교육과정에
서는 합동변환을 나타내는 다양한 표현 방법인 좌표, 함수, 벡터, 행렬
등을 학습하고 있는 반면 우리나라 교육과정에서는 좌표평면 위에서의
점과 도형의 변환만을 학습하고 있다.
2.4. 변환기하교육의 필요성
변환기하학습의 역할 및 장점은, 변환의 불변성을 이용하여 기하학적
대상을 더 직관적으로 학습할 수 있다는 것이다. 기하의 형식적 측면을
덜어주고 더불어 등거리 변환이라는 핵심적인 개념을 통해 평행이동, 반
사, 회전 등을 통합적 관점에서 이해할 수 있게 한다.
또한, 변환을 나타내는 다양한 표현 방법을 학습하며 여러 수학 영역
을 연결 지을 수 있다. 행렬, 함수, 벡터 등 대수적, 해석적으로 여러 가
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지 변환을 표현할 수 있고, 이들을 변환을 나타내는 도구라는 새로운 관
점으로 학습할 수 있다.
NCTM(1989)은 다음과 같은 이유에서 학교수학에 변환기하학을 도입
하여야 한다고 하였다.
첫째, 평행, 회전, 대칭이동 등 변환은 함수의 좋은 예가 된다. 기하의 기본 개
념이면서도 지금까지 직관적으로 취급된 합동, 닮음 등의 개념을 자연스럽게 함
수적 관점에서 지도할 수 있다. 둘째, 초등기하에서의 합동변환, 닮음 변환과 그
에 대한 불변성의 개념은 장래 사영기하, 아핀기하, 위상기하 등을 학습하기 위
한 준비가 된다. 셋째, 변환은 강력한 문제해결을 위한 도구가 된다. 넷째, 변환
군과 변환의 행렬 표현 등은 대수학적인 내용과 기하학적인 내용의 관련성과
공통된 구조를 보여주는 소재가 된다(우정호, 1998).
이러한 필요성을 인식하고 변환 기하학적 관점을 접목하여 기존 학교
수학내용의 제한점을 보완하거나 새롭게 해석하려는 시도가 있었다. 조
차미(2012)는 타원의 지도 방안을 변환 기하학적 관점에서 Freudenthal
의 국소적 조직화 원리를 도입하여 제시하였다. 현재 학교수학에서 정의
하고 있는 타원은 ‘두 점으로부터 거리의 합이 같은 점들의 자취’로 학생
들에게 정의할 기회를 주지 않으며, 타원의 기하학적 의미가 축소되었음
을 지적하였다. 원을 축 또는 축으로 일정하게 늘린 것이 타원이며 이
것을 앞서 배운 일차변환을 통해 제시한다면 원과 타원 개념의 개별화를
막을 수 있으며, 아울러 원에서 타원으로의 변형에서 불변하는 성질에
대한 관계를 찾을 수 있다고 주장하였다.
남진영과 박선용(2002)은 초등수학에서 다루어지는 ‘무늬 만들기’ 단원
에서 무늬를 옮기기, 뒤집기, 돌리기 등 조작을 함으로써, 군의 연산을
무의식적으로 경험할 수 있다고 하였다. 위 조작들은 각각 도형의 평행
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이동, 선대칭, 점대칭 변환에 해당한다. 여러 조작의 합성과 합성의 순서
를 바꾸면 결과가 달라진다는 것 등을 통해 군의 연산(변환)과 관련된
내용을 경험할 수 있으며, 그러한 변환 아래 도형의 불변성을 관찰할 수
있다고 하였다.
- 26 -
Ⅲ. 사각형 학습에 대한 선행 연구와 고찰
1. 사각형 학습에 대한 연구
학생이 유클리드 기하를 학습하는 데에 직면하는 어려움은 어떻게 증
명이 기능하고 어떻게 수학적으로 생각해야하는지에 대한 고려 없이 기
계적으로 암기하는 데에서 나타난다(Clausen-May et al., 2000). De
Villiers(1994)는 도형의 위계적 성질과 조건을 강요하여 외우게 하거나,
경험으로 발견한 정보의 집합으로 기하를 다뤄서는 안 된다고 하였다.
공리와 정리를 암기하는 것은 학생들이 수학적으로 증명하게 하는 데에
도움이 되지 못한다고 비판하였다. 또, Leung(2008)은 사각형을 학습하
기 위해 성질들을 단순히 확인-비교하는 수업, 한 사각형이 다른 사각형
의 성질을 모두 갖고 있는지 확인-비교하는 수업을 지적하였다. 기하도
형을 확인-비교하여 구분하는 것은 학생들의 논리적 추론의 발달과 추
상적 기하문제 해결에 도움이 되지 못하기 때문이다.
이렇게 사각형의 성질을 암기하거나 단순 확인-비교하는 학습이 비판
을 받는 데에도 불구하고 이러한 학습이 지속되는 이유 중 하나는 교과
서가 사각형의 성질을 질서 없이 병렬식으로 제시하기 때문이다. 교사는
학생들이 스스로 성질을 탐구할 수 있도록 도형의 성질을 추구하는 다양
한 관점을 지도해야 한다.
Zazkis와 Leikin(2008)은 정사각형을 정의하는 방법에 따라 정사각형
을 탐구하는 데에 서로 다른 관점을 제공할 수 있다고 하였다. 그들에
따르면 (1) 변과 각에 특별한 특징을 가진 정사각형, (2) 특정 사각형(직
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사각형, 마름모, 평행사변형)의 한 유형으로서 정사각형, (3) 대칭성을 갖
는 사각형으로서의 정사각형, 그리고 (4) 평면에서 점의 자취로서 정사각
형으로 그 정의를 범주화할 수 있다. 그리고 이렇게 다양한 정의들 중에
서 교사와 교과서로부터 선택된 정의가 과연 학습자에게 교육적으로 적
합한지에 대한 고려가 필요하다고 하였다.
한편, Usiskin et al(2008)은 사각형의 다양한 성질을 나열하고 이 중
한 가지 관점으로부터 일관적으로 그 위계구조를 체계화하였다. 다음 표
는 각의 크기와 특징, 변의 길이와 특징, 대각선의 길이와 특징, 대각선
으로 분할된 삼각형들의 특징 그리고 대칭성에 따라 사각형들을 분류한
것이다(<표 Ⅲ.1>, <표 Ⅲ.2>, <표 Ⅲ.3>, <표 Ⅲ.4>, <표 Ⅲ.5>).

















<표 Ⅲ.1> 각의 크기와 특징에 따른 사각형의 분류














<표 Ⅲ.2> 변의 길이와 특징에 따른 사각형의 분류
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<표 Ⅲ.3> 대각선의 길이와 특징에 따른 사각형의 분류


















<표 Ⅲ.4> 대각선으로 분할된 삼각형의 특징에 따른 사각형의 분류














<표 Ⅲ.5> 대칭성에 따른 사각형의 분류
이와 같이 사각형을 정리하면 하나의 관점에서 사각형의 성질들을 통
찰하고 위계적으로 분류할 수 있다는 장점이 있다. 그러나 ‘마름모는 대
각선으로 각이 이등분된다.’, ‘직사각형은 모든 인접한 변이 수직이다.’,
‘마름모는 대각선으로 나누어진 4개의 직각삼각형이 합동이다.’ 등은 우
리나라 교육과정에 명시적으로 다루는 내용이 아니거나 학생들에게 표현
이 어색할 수 있기 때문에 실제 학습방법으로 활용하는 데에 어려움이
따를 수 있다. 반면, 사각형의 ‘대각선의 길이와 특징’은 앞서 각 사각형
의 성질로 정리한 내용이고 ‘대칭성’은 초등학교 5학년에서 다루었기 때
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문에 이 방법들을 이용하여 사각형들을 분류한다면 현재 중학교 2학년
학생들의 이해에 무리가 없을 것으로 보인다.
한편, Miyakawa(2017)은 프랑스와 일본의 대표적인 중학교 교과서를
하나씩 선정하고 이를 분석하여 두 나라에서 기하학과 증명을 다루는 방
법을 비교하였다. 일본 교과서에서는 평행사변형의 성질을 다룰 때 우리
나라와 같이 대부분의 명제들을 삼각형의 합동을 통해 증명하는 반면,
프랑스에서는 삼각형의 합동을 가르치지 않는다. 프랑스 교과서에서는
평행사변형의 정의를 ‘점대칭인 사각형은 평행사변형’으로 도입하여, 점
대칭을 통해 평행사변형의 모든 성질들을 정당화한다. 즉, 평행사변형을
이해하는 데에 핵심 아이디어는 점대칭으로, 변환 기하학적 관점에서 사
각형의 성질을 지도하고 있음을 알 수 있다.
Usiskin et al(2008)는 교과서에서는 사각형에 대해 한 가지 정의만을
제시하지만, 그 정의와 동치인 다른 정의들도 주어질 수 있다고 하였다.
평행사변형의 정의는 점대칭 사각형과 동치이다. 점대칭도형에서 각 꼭
짓점들의 대응점은 마주보는 점이다. 사각형의 경우 대각선의 교점이 대
칭의 중심이 된다. 이것은 두 대각선이 서로 다른 것을 이등분함을 뜻한
다. 즉, 점대칭 사각형과 두 대각선이 서로 다른 것을 이등분하는 사각형
은 서로 동치이므로 평행사변형의 정의와도 동치이다.
또한 두 인접하는 변의 수직이등분선에 의한 선대칭 사각형은 직사각
형의 정의와 동치이다. 두 인접하는 변의 수직이등분선에 의한 선대칭
사각형에서 각 꼭짓점들의 대응점은 그 점과 인접하는 두 점이다. 즉 이
들의 대응각이 모두 같다는 것은 사각형의 네 각의 크기가 모두 같다는
것이고, 이는 직사각형의 정의이다. 또한 네 각의 크기가 모두 같은 사각
형에서 한 변의 수직이등분선은 그 사각형을 좌우 합동인 두 사각형으로
나누므로 선대칭축이 된다. 즉, 네 각의 크기가 모두 같은 사각형은 두
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인접하는 변의 수직이등분선에 의한 선대칭 사각형이다.
두 대각선에 의한 선대칭 사각형은 마름모의 정의와 동치이다. 두 대
각선에 의한 선대칭 사각형에서 각 변들의 대응변은 인접하는 두 변이
다. 즉 사각형의 네 변의 길이가 모두 같다는 것이고, 이는 마름모의 정
의이다. 또한 네 변의 길이가 모두 같은 사각형에서 한 대각선은 그 사
각형을 좌우 합동인 두 이등변삼각형으로 나누므로 선대칭축이 된다. 즉,
네 변의 길이가 모두 같은 사각형은 두 대각선에 의한 선대칭 사각형이
다.
두 대각선과 두 인접하는 변의 수직이등분선에 의한 선대칭 사각형은
정사각형의 정의와 동치이다. 두 대각선에 의한 선대칭으로 사각형의 네
각의 크기가 같고, 두 인접하는 변의 수직이등분선에 의한 선대칭으로
사각형의 네 변의 길이가 같기 때문이다. 이렇듯 현행 교과서에서 다루
는 사각형의 정의와 대칭성의 관점에서 사각형의 정의는 동치관계이다.
위의 연구들을 기반으로, 본 연구에서는 사각형의 성질을 정당화하고
포함관계를 탐색하는 한 가지 관점으로 “대칭성”을 선택하였다. 그리고
그 시사점을 학생들이 도형의 성질이 보존된다는 점으로부터 사각형의
성질을 추측해볼 수 있다는 점, 대칭성으로부터 사각형의 포함관계를 추
론할 수 있다는 점에 초점을 맞추어 기존의 학습 방법과 비교-도출하였
다.
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2. 현행 사각형 학습에 대한 고찰
연구 설계에 앞서 2009개정 교육과정의 중학교 2학년 사각형의 성질
단원을 학습 내용과 학습 과정 면에서 나누어 살펴보았다.
먼저 2009 개정 교육과정 수학 성취기준에서 제시하는 사각형의 성질
의 성취기준은 다음과 같다.
수95053-1. 평행사변형의 성질을 이해하고 설명할 수 있다.
수95053-2. 정사각형, 직사각형, 마름모, 사다리꼴의 성질을 이해하고 설명할 수
있다.
사각형의 성질 단원에서는 첫째, 평행사변형의 성질을, 둘째, 다양한
사각형의 성질을 이해하고 설명하는 것이 핵심 목표이다.
첫 번째 목표인 평행사변형의 성질은 교과서에서 특별한 범주화 없이
나열되어 그 성질들 사이의 관련성을 찾기 어렵다. 또한 이 성질들은 각
각 다른 방법으로 증명, 정당화되고 따로 분리되어 정리된다. 예를 들어
평행사변형의 성질 중 ‘두 쌍의 대각의 크기는 서로 같다.’는 평행선의
성질에 의하여, ‘두 쌍의 대변의 길이는 서로 같다.’는 한 대각선에 의해
분할된 두 삼각형의 합동에 의하여, ‘두 대각선은 서로 다른 것을 이등분
한다.’는 두 대각선에 의해 분할된 삼각형들 중, 마주보는 두 삼각형의
합동에 의하여 증명된다. 이러한 전개 방식에 따라 교과서에서 평행사변
형의 성질들 사이의 관련성은 더욱 모호해 보인다.
두 번째 목표에 대해 교과서에서는 직사각형이 평행사변형의 성질을
모두 만족하는 이유를 다음과 같이 설명한다.
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➀ 두 쌍의 대각의 크기가 각각 같은 사각형은 평행사변형이다.
➁ 직사각형은 네 내각의 크기가 모두 같은 사각형이다.
➂ 직사각형은 평행사변형이다.
➃ 그러므로, 직사각형은 평행사변형의 성질을 모두 만족한다.
➀은 평행사변형의 조건으로, 평행선의 성질에 의해 증명을 한다. ➁
는 직사각형의 정의이다. ➂은 ➀과 ➁, 즉 평행사변형의 조건과 직사각
형의 정의에 의해 유도되는 내용이다. 그리고 마지막으로 ➂에 의해 ➃
가 성립함을 설명하고 있다.
이 단원에서 평행사변형의 조건과 다양한 사각형 사이의 관계는 다
양한 사각형의 “성질 사이의 관계”를 이해하고 설명하기 위한 도구적 내
용이고, 다양한 사각형의 “성질 사이의 관계”가 핵심 내용이다. 즉, 위의
예시에서 단원의 핵심내용에 해당하는 것은 ➃이다. 그리고 ➃를 이해하
기 위해서는 ➁는 초등학교에서 이미 학습했으므로, 해당 단원에서 ➀과
➂을 학습해야 한다.
한편, ➀와 같은 평행사변형의 조건을 이해하기 위해서는 삼각형의
합동, 평행선의 성질 등을 통한 연역 과정이 선행되어야 한다는 어려움
이 있다. 정혜윤, 이경화(2016)는 미국과 우리나라 교과서가 평행사변형
의 조건을 어떻게 다루는지 수학 과제를 비교 분석하였다. 우리나라 교
과서는 미국에 비해 평행사변형의 성질에서 평행사변형의 조건으로 넘어
갈 때, 성질과 조건 사이의 관계 및 각 조건이 제시된 이유가 명확하게
드러나지 않는다고 이들은 지적하였다.
우리나라 교과서에서 평행사변형의 조건에 대한 내용보다 그 활용에
초점을 맞추고 있는 이유 중 하나는 2009 개정 교육과정 수학 성취기준
에서 찾을 수 있다. 사각형의 성질 단원에서 핵심 내용은 평행사변형의
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조건이 아니라, 이를 통해 다양한 사각형의 성질 사이의 관계를 탐구하
는 것이다. 평행사변형의 조건은 다양한 사각형의 성질 사이의 관계로
나아가기 위한 도구적 역할을 하기 때문에, 내용면에서 충분한 학습이
이루어지고 있지 않다.
또한 이규희, 최영기(2016)는 ‘➂ 직사각형은 평행사변형이다.’와 같은
수학적 지식을 효과적으로 의사소통하기 위해서는 직사각형과 평행사변
형의 수학적 개념과 함께 일상적 언어 ‘이다’에 대한 이해가 필요하다고
하였다. 왜냐하면 ➀과 ➁에서 사용된 ‘이다’는 ‘같다’의 의미, 수학적 동
치의 개념이 내포되어 있는 반면, ➂은 직사각형의 또 다른 이름이 평행
사변형이라는 뜻이기 때문이다. 즉, 일상적 언어 ‘이다’를 잘못 해석하게
되면, “직사각형은 평행사변형이다.”라는 문장은 자칫 잘못 이해될 수 있
음을 지적하였다.
도종훈(2006)은 사각형들의 포함 관계를 이해할 때, [그림 1]과 같이
교과서에 정의된 사각형의 정의가 사다리꼴과 평행사변형은 변들 간의
“평행”여부를 통해 정의되는 반면, 직사각형과 마름모는 “각”과 변의 “길
이”를 통해 결정되는 형식을 취하게 되어 학생들의 어려움을 자아낸다고
지적하였다.
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[그림 Ⅲ.1] 중학교2 교과서(류희찬 외): 여러 가지 사각형의 관계
위를 통해 분석한 사각형의 성질의 내용 측면에서 학습상의 어려움을
정리하면 다음과 같다. 첫째, 주어진 사각형의 성질들이 범주화 없이 나
열되어 그 성질들 사이의 관련성을 찾기 어렵다. 둘째, 평행사변형의 조
건은 내용면에서 충분한 학습이 이루어지고 있지 않아 평행사변형의 성
질과의 관계 및 각 조건이 제시된 이유가 명확하지 않다. 셋째, ‘직사각
형은 평행사변형이다.’와 같은 문장에서 ‘이다’를 해석하는 데에 어려움이
따를 수 있다. 넷째, 통일되지 않은 관점의 사각형의 정의로 사각형들을
분류하여 학습의 자연스러운 이해가 어렵다.
다음으로 교과서에서 제시하고 있는 사각형 성질의 학습 과정에 대해
분석하고자 한다.
교과서에서는 지면의 한계로, 특정 사각형에 대한 표준화된 이미지를
주로 제시하고 있다. Monaghan(2000)는 학생들이 직사각형은 가로의 길






으로 주로 설명하는 등 도형의 표준화된 이미지에 고착되어 있음을 실험
을 통해 관찰하였다. 예를 들어, 대부분의 학생들은 평행사변형을 묘사하
라는 문제에서 [그림 Ⅲ.3]보다 [그림 Ⅲ.2]와 같은 표준 방향의 평행사변
형으로 답하였다. 우리나라 교과서에서도 평행사변형, 직사각형, 마름모,
정사각형의 각각 표준화된 이미지가 주로 제시되고 있으며, 이들은 학생
들의 개념 이미지를 혼란시킬 수 있다. 예를 들면, 직사각형을 가로의 길
이가 세로보다 긴 사각형으로 인식하는 것은 직사각형의 네 변의 길이가
같을 수 있음을 이해하는 데에 장애가 될 수 있다.
또한 교과서에서 여러 가지 사각형의 성질을 정의로부터 연역하는 과
정을 표로 정리하면 다음과 같다.
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대변의 길이와 두 쌍의
대각의 크기는 각각 같
음을 추측할 수 있다.
➀ 두 쌍의 대변의 길이는
각각 같다.
➁ 두 쌍의 대각의 크기는
각각 같다.











➀ 두 쌍의 대변의 길이는
각각 같다.




길이가 서로 같음을 추
측할 수 있다.










➀ 두 쌍의 대각의 크기는
각각 같다.




서로 다른 것을 수직이
등분함을 추측할 수 있
다.




















➁ 두 대각선은 길이가 서
로 같고, 서로 다른 것을
이등분한다.
<표 Ⅲ.6> 교과서에서 사각형의 정의로부터 성질을 연역하는 과정
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평행사변형의 성질과 같은 경우, 교과서의 추측을 통해 결론이 먼저
제시된다. 그리고 그 성질들은 평행사변형의 정의로부터 어떻게 발견된
것인지 알 수 없다. 평행사변형의 정의와 그 성질은 교과서의 추측으로
연결될 뿐 직접적인 연결성을 파악하기 쉽지 않다.
직사각형과 마름모는 평행사변형의 조건에 의해 평행사변형이므로 성
립하는 성질과 교과서의 추측을 통해 제시되는 성질로 나뉜다. 직사각형
의 성질 중 ‘두 대각선의 길이가 서로 같다.’의 경우 직사각형의 정의로
부터 연역하여 제시되는 것이 아니라 교과서의 추측을 통해 제시되기 때
문에 이 역시 어떻게 그 추측을 할 수 있는지에 대한 과정 설명이 부족
하다. 또한 그 성질 외에 다른 성질을 추측할 수 없는지도 불분명하다.
정사각형의 성질은 그 정의에 따라 정사각형이 마름모와 직사각형의
성질을 만족함을 설명하고 있지만, 그 외에 정사각형만이 갖는 성질이
있는지에 대한 탐구는 이루어지지 않는다. 직사각형이 평행사변형의 성
질 외에 두 대각선의 길이가 같다는 성질을 갖고 있으므로, 정사각형도
정사각형만이 갖는 성질이 있지 않을까 생각하는 것이 자연스러울 수 있
다. 그러나 교과서는 사각형의 성질에 대한 결론을 먼저 제시하여, 학생
들이 스스로 이를 탐구, 발견할 기회를 제공하고 있지 않다.
이상으로 사각형 성질 탐구 학습 과정상의 어려움은 도형을 교과서에
그려진 대로 정적으로 학습한다는 점, 사각형의 정의로부터 성질을 연역
하는 과정에 대한 설명이 부족하다는 점으로 정리할 수 있다.
반면 사각형의 대칭성으로 직사각형이 평행사변형의 성질을 모두 만
족함을 설명하면 다음과 같다.
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➀ 평행사변형은 점대칭 사각형이다.
➁ 직사각형은 점대칭이고 두 인접하는 변의 수직이등분선에 의한 선대칭 사각
형이다.
➂ 직사각형은 점대칭 사각형의 성질, 즉 평행사변형의 성질을 모두 만족한다.
평행사변형의 대칭성과 직사각형의 대칭성을 발견할 수 있다면, 평행
사변형의 대칭성, 즉 점대칭으로 연역되는 성질들을 직사각형 역시 만족
함을 이해할 수 있다. 또, 학생들은 평행사변형의 성질 외에 직사각형만
가지는 성질을 탐구하기 위해서는 직사각형의 선대칭을 탐구해야 함을
추론할 수 있다. 이어서 도형의 대칭성을 통해 여러 가지 사각형들의 성
질의 관계를 파악할 수 있다. 예를 들어 직사각형의 성질들 중에 평행사
변형의 성질들이 있음을 알고, 직사각형이 평행사변형의 성질을 모두 만
족함을 알 수 있다. 이로써 다양한 사각형의 포함관계를 추론할 수 있다.
이러한 과정을 여러 가지 사각형에 대해 표로 정리하면 <표 Ⅲ.7>과 같
다.
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➀ 두 쌍의 대변의 길이는
각각 같다.
➁ 두 쌍의 대각의 크기는
각각 같다.








➀ 두 쌍의 대변의 길이는
각각 같다.












➀ 두 쌍의 대각의 크기는
각각 같다.





















➁ 두 대각선은 길이가 서
로 같고, 서로 다른 것을
이등분한다.
<표 Ⅲ.7> 사각형의 대칭성으로부터 성질을 연역하는 과정
각 사각형들의 성질은 사각형의 선대칭 또는 점대칭의 성질에 의해 모
두 연역된다. 즉, 대칭도형에서 대응변의 길이, 대응각의 크기 그리고 대
칭의 중심 또는 대칭축과 대응점을 이은 선분 사이의 관계로 사각형의
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성질을 이끌어낼 수 있다. 그리고 각 사각형의 성질은 분리 이해되는 것
이 아니라 대칭성이라는 관점에서 연결됨을 알 수 있다.
또한 각 사각형의 대칭성을 발견하기 위해 학생들이 직접 만든 사각
형을 동적으로 조작하는 활동은, 자와 컴퍼스로 도형을 작도하거나 책에
그려진 도형을 학습하는 활동의 한계에서 벗어나, 도형의 다양한 표현
이미지를 경험할 수 있다는 데에서 큰 장점이 있다. 특히, 주어진 도형의
대칭변환에 의한 대칭관계를 직접 포개고 겹쳐보며 확인하게 하는 활동
은 기하학습의 형식적 측면을 덜어주고, 기하 대상에 친숙하게 한다.
이상의 내용을 기존 교과서 내용과 접근 방법을 비교하면 다음 표와
같다.
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현행 교과서의 접근 변환 기하적 접근
사각형의 정의
정사각형 : 모든 변의 길이가 같고 모든 각이
직각인 사각형
직사각형 : 모든 각이 직각인 사각형
마름모 : 모든 변의 길이가 같은 사각형
평행사변형 : 마주보는 변의 길이와 각의 크기
가 각각 같은 사각형
정사각형 : 두 대각선과 두 수직이등분선에 의한 선
대칭 사각형
직사각형 : 두 수직이등분선에 의한 선대칭 사각형
마름모 : 두 대각선에 의한 선대칭 사각형
평행사변형 : 점대칭 사각형
사각형의 성질
제시 방식
사각형의 정의로부터 교과서의 추측 등을 통해
성질들을 나열함. 사각형의 성질들이 각각 분리
되어 따로 학습됨.
사각형의 대칭성으로부터 다른 성질들을 연역함. 사
각형의 성질들은 대칭의 성질로 연결됨.
사각형의 성질
정당화 방법




평행사변형의 조건, 사각형의 정의로 설명함. 사각형의 대칭성으로 설명함.
도형 접근
방식
정적 접근 동적 접근
<표 Ⅲ.8> 현행 교과서와 변환 기하학적 접근 방법 비교
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사각형의 성질을 학습하는 데에 앞서, 그 대칭성을 탐구하고 대칭성을
통해 성질을 연역한다면 다음과 같은 장점이 있다. 먼저 학습 내용 면에
서 첫째, 각 사각형의 성질들이 대칭성으로 연결된다. 둘째, 여러 가지
사각형의 관계와 평행사변형의 조건에 대한 내용학습 없이 초등학교에서
배운 대칭에 대한 내용으로 사각형의 성질을 학습할 수 있다. 셋째, 여러
가지 사각형의 대칭성으로 사각형의 관계를 추론해낼 수 있다. 그리고
학습 과정 면에서는 첫째, 반사, 회전을 직접 조작하며 도형을 동적으로
탐구할 수 있다. 둘째, 일관된 방법으로 사각형의 성질을 직관적으로 연
역할 수 있다.
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Ⅳ. 연구 방법 및 결과
1. 연구 설계
본 연구는 서울대학교 생명윤리위원회(SNU IRB)의 승인을 받아 진행
되었다. 연구 설계 목적은 중학교 기하교육과정에서 구체적 조작 활동을
통한 직관적인 이해를 위해 변환 기하학적 관점을 도입하는 것이다. 그
한 예시로서 중학교 2학년 ‘사각형의 성질’을 사각형의 대칭성을 통해 연
역하는 수업을 전개하였다. 이를 통해 대칭성을 이용한 사각형 학습 가
능성을 확인하고, 학습 과정에서 나타난 어려움을 자세히 살펴보고자 하
였다.
1.1. 연구 내용
본 연구에서 실험한 수업은 사각형의 대칭성으로부터 학습 성취 기준
내용을 탐구하는 것에 중점을 두었다. 예를 들어, ‘직사각형은 평행사변
형이다.’와 같이 사각형의 위계구조로부터 직사각형의 성질을 도출하는
것이 아니라, 대칭성으로부터 사각형의 모든 성질을 연역하는 것이 학습
의 핵심이었다. 더불어 여러 가지 사각형의 성질을 비교하여, 결과적으로
‘직사각형은 평행사변형의 성질을 모두 만족한다.’라는 학습 목표 내용에
도달하기를 기대하였다.
기존의 사각형 학습 과정과 대칭성을 이용한 사각형 학습 과정을 비
교하면 <표 Ⅳ.1>과 같다. 본 연구에서는 사각형 단원의 학습 목표인
‘평행사변형 및 정사각형, 직사각형, 마름모의 성질을 이해하고 설명할
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마름모, 직사각형의 성질 관계
두 쌍의 대각의 크기
가 같으면 평행사변형
이다.








































모두 만족함을 알 수
있다.
직사각형의 선대칭 성
질에 의해 두 대각선
의 길이가 같음을 발
견한다.
마름모의 선대칭 성질
에 의해 두 대각선이








<표 Ⅳ.1> 기존의 사각형 학습 과정과 대칭성을 이용한 사각형 학습 과정 비교
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1.2. 연구의 대상 및 방법
수업실험은 서울 D중학교 수학동아리에 소속된 3학년 학생 5명을 대
상으로 실시하였다. 본 동아리는 다양한 수학 관련 활동을 통해 수학적
경험과 가치를 공유하며 수학에 대한 인식을 새롭게 할 수 있는 기회를
제공하는 데에 목적을 두고 있다. 따라서 교과서에서 정적으로 다루었던
도형을 대칭변환을 통해 동적으로 고찰하는 본 연구의 활동은 학생들이
같은 수학적 대상을 새롭게 인식하게 할 수 있다는 점에서 동아리의 활
동 내용 및 취지에 부합된다고 볼 수 있다.
동아리에 속한 중3 학생 5명의 수학 성취 수준은 학교 내신 기준으로
상 수준 1명, 중 수준 2명, 하 수준 2명이었다. 위 학생들은 올해 3월 초
수학동아리에 자발적으로 지원한 학생들로, 수학 관련 활동에 대한 열의
와 의욕을 가지고 있다. 중학교 3학년을 연구대상으로 선정한 이유는 대
칭성을 이용한 정당화 방법을 기존의 정당화 방법과 비교조사하기 위해
서이다. 그러나 중학교 3학년은 이미 사각형에 대해 배웠기 때문에, 수업
실험에서 학생들이 사각형의 성질과 그 관계를 스스로 추측했다고 해서
이것을 ‘대칭성’ 학습의 효과라고 보기 어려울 수 있다. 이러한 제한점을
극복하기 위해, 본 수업실험에서는 학생들의 추측에 이유를 물어, ‘대칭
성’으로 추론한 것이 맞는지를 재확인하였다.
본 연구의 실험에서는 본 연구자가 교사로서 직접 학생들을 지도하였
다. 수업은 ‘대칭성을 이용한 사각형의 성질 탐구’를 주제로 3차시(135분)
분량으로 진행되었다. 수업의 개요는 <표 Ⅳ.2>와 같다. 1차시에서 먼저
초등학교 5학년에서 학습한 선대칭도형과 점대칭도형의 정의 그리고 성
질을 복습한다. 그리고 A4 사이즈의 색지를 이용하여 각자 평행사변형,
직사각형, 마름모 모양을 만든다. 만드는 방법은 임의의 폭이 같은 사각
띠 2개와 이들과 폭이 다른 사각띠 1개를 가지고, 사각띠들을 임의의 각
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도로 겹쳐서 겹쳐진 모양대로 오리는 방법을 택하였다. 사각띠의 폭과
이들을 겹칠 때의 각도는 학생마다 임의로 택하는 것이므로 임의의 사각
형에 대해 대칭성을 탐구할 수 있었다. 2차시에서는 전 차시에서 탐구한
사각형의 대칭성을 바탕으로 사각형의 성질을 연역한다. 마지막 3차시에
서는 사각형의 성질의 관계 및 위계구조 등에 대한 설문에 응답한다.
수업 단계 수업 내용
1차시 (60분)
선대칭도형과 점대칭도형 복습
여러 가지 사각형의 대칭성 탐구
2차시 (35분) 여러 가지 사각형의 성질 연역
3차시 (40분) 설문 응답
<표 Ⅳ.2> 수업 개요
수업 분석 자료는 학생들의 개별 활동지(<부록>)와 더불어 수업 전체
내용이 녹화된 비디오 파일 등이다.
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2. 자료 수집 및 분석
이 절에서는 5명의 중학교 3학년 학생들(학생 A, B, C, D, E)을 대상
으로 사각형의 대칭성을 탐구한 교수 실험의 내용을 상세하게 살펴본다.
2.1. 사각형의 대칭성 발견
사각형의 대칭성을 탐구하기에 앞서, 사각형이 아닌 다양한 도형의 대
칭성을 탐구하였다. 주어진 도형이 대칭도형인지 판단하고, 대칭도형이라
면 그 도형 요소들의 대칭관계를 찾아보며 초등학교에서 배운 대칭도형
의 성질을 다음과 같이 재정리하였다.
선대칭 도형의 성질
➀ 대응변의 길이는 서로 같다.
➁ 대응각의 크기는 서로 같다.
➂ 대응점을 이은 선분은 대칭축과 수직으로 만난다.
점대칭 도형의 성질
⑴ 대응변의 길이는 서로 같다.
⑵ 대응각의 크기는 서로 같다.
⑶ 대칭의 중심은 대응점을 이은 선분을 이등분한다.
그 후 학생들은 각자가 종이로 만든 평행사변형, 마름모, 직사각형, 정
사각형을 조작하며 대칭성을 스스로 판단해보았다. 5명의 학생 모두 사
각형의 대칭성을 판단하고 대칭축의 개수를 헤아리는 문제를 맞혔으나,
그 중 한 학생은 마름모의 대칭축을 잘못 그렸다. 그러나 대부분의 학생
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[그림 Ⅳ.1] 여러 가지 사각형 모양
[그림 Ⅳ.2] 학생 C의 답안: 여러 가지 사각형의 대칭성
들이 초등에서 배운 내용을 토대로 스스로 사각형의 대칭성을 발견하는
데에 큰 무리가 없음을 알 수 있었다.
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2.2. 대칭성을 이용한 사각형의 성질 연역
본 연구자는 평행사변형, 마름모, 직사각형, 정사각형 중 점대칭 사각
형이 무엇인지, 대각선에 의한 선대칭 사각형이 무엇인지를 묻는 문항을
통해 학생들에게 사각형의 대칭성의 차이를 다시 상기시켰다. 그런 다음
앞서 정리한 대칭도형이 갖는 성질을, 사각형 또한 대칭도형이기에 갖게
된다고 설명하였다. 그리고 그 대칭도형의 성질을 그 사각형의 고유한
성질로서 다시 문장을 다듬어 정리할 것이라고 하였다.
학생들이 사각형의 성질을 대칭성을 이용해 연역하는 과정은 [그림
Ⅳ.3], <표 Ⅳ.3>과 같다. 평행사변형의 경우, 이미 알고 있는 평행사변
형의 대칭성, 점대칭으로부터 시작한다. 먼저 평행사변형이 점대칭도형이
기 때문에 대칭관계가 성립하는 각의 크기, 변의 길이 등을 발견하고 활
동지의 빈칸을 채운다. 그리고 그것이 대칭관계임을 설명하는 대칭의 성
질에 해당하는 번호를 쓴다. 그 다음은 발견한 대칭관계를 연구자와 함






대칭관계 대칭의성질 평행사변형의 성질
점대칭도형
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<표 Ⅳ.3> 대칭성으로부터 사각형의 성질 연역 과정
대칭관계를 탐구함에 있어, 학생들이 빈칸을 채우기 때문에 사각형 그
림을 힌트로 탐구한 것인지, 대칭도형의 성질을 바탕으로 탐구한 것인지
불분명할 수 있다. 이에 본 연구는 점대칭도형의 성질을 괄호번호로, 선
대칭도형의 성질을 동그라미번호로 구분표시하고, 학생들에게 발견한 대
칭관계마다 해당 대칭도형의 성질 번호를 적게 하였다. 예를 들어 [그림
Ⅳ.4]의 직사각형의 경우, 점대칭도형의 성질에 의해 AO와 대칭관계인
변은CO 이고 선대칭도형의 성질에 의해 대칭관계인 변은 BO와 DO이





연구자: 직사각형의 대칭성을 보고 표의 흰색 빈칸을 채워주세요.
선분AB랑 같은 것은? 선분AD랑 같은 것은?
학생E: 선분CD랑 선분CB입니다.
연구자: 대칭 성질 몇 번째?
학생E: 괄호 1번
연구자: 그럼 성질은 뭐라고 정리할 수 있을까? E야? 그림에서 확인해
보면? 선분AB랑 선분CD길이 같고, 선분AD랑 선분CB길이 같
으니까…




그다음, 선분AO랑 같은 것은? 선분BO랑은?
학생A: 선분CO랑 선분DO.
연구자: 대칭 성질 몇 번째?
학생A: 괄호 3번
[그림 Ⅳ.5] 학생 D의 답안: 직사각형의 대칭성과 성질
본 연구자는 주어진 표의 빈칸에 해당하는 내용을 학생들이 돌아가면
서 발표하게 하였다. 다음은 학생이 직사각형의 대칭에 의한 대칭관계를
통해 직사각형의 성질을 정리하는 장면이다.
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연구자:　그럼 성질 뭐라고 쓸 수 있지?
학생A: 대각선이 서로 다른 것을 이등분한다.
연구자:　그렇지. 이것은, 앞의 어떤 사각형의 성질과 겹치니?
다같이 마름모..랑 평행사변형이요.
연구자: 그런데 우리가 사각형의 대칭성을 봤을 때, 직사각형, 마름모,
평행사변형을 보면, 직사각형만 특별히 가지고 있는 대칭이 있
잖아. 그게 뭐지?
학생A, B: 선대칭. 수직이등분선에 대한 선대칭이요.
연구자:　그럼 이것을 가지고 우리가 성질을 탐구한 것은, 직사각형만
가지고 있는 성질이겠네?
연구자:　자, 그럼 선분AO랑 같은 것은?
학생B: 선분BO, 선분CO, 선분DO.
연구자: 대칭 성질 번호는?
학생B: 동그라미 1번.
연구자:　그럼 이 경우는, 대각선의 길이가 서로 같다. 라고 쓸 수 있겠
지. 그리고 이게 바로 직사각형만의 특별한 성질이 되겠지.
위와 같이 대칭성을 이용하여 사각형들의 성질을 정리한 후, 각 사각
형들을 비교하며 공통점과 차이점을 이끌어낼 수 있었다. 직사각형의 성
질 중 점대칭도형의 성질로 연역된 것은 평행사변형, 마름모와 같고 선
대칭도형의 성질로 연역된 것은 직사각형만이 갖는 특별한 성질이 된다.
본 수업실험을 통해 교과서에서 다루는 사각형의 성질을 학생들이 모
두 대칭성으로부터 연역할 수 있음을 확인할 수 있었다. 그러나 3차시라
는 시간적 제약이 있었기에, 대칭도형의 대칭관계를 정리함에 있어 표의
빈칸을 채우는 형식을 따랐다. 그러나 시간적 여유가 있다면, 학생들이
보다 자유롭게 도형의 성질을 탐구하며 교과서에 없는 사각형의 성질도
발견할 기회를 제공할 수 있을 것이다. 예를 들어, 마름모의 선대칭 성질
로부터 ‘대각선은 각 각을 이등분한다.’를 이끌어낼 수 있다.
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2.3. 사각형의 성질들의 관계 이해
평행사변형, 마름모, 직사각형의 성질들을 대칭성을 통해 알아본 후
그것을 비교하는 문항과 정사각형의 성질을 추측하는 문항은 각자 해결
해보도록 하였다.
마름모와 직사각형이 평행사변형의 성질을 모두 만족하는지 그렇다면
이유는 무엇인지 서술하는 문항①에 대한 답변은 다음과 같다. 5명 중 4
명은 마름모와 직사각형이 평행사변형의 성질을 모두 만족한다고 하였으
며, 앞서 정리한 각 사각형들의 성질을 비교하거나(3명), 마름모와 직사
각형의 대칭성으로(1명) 이를 설명하였다. 나머지 1명은 ‘마름모는 평행
사변형의 성질을 모두 만족한다. 왜냐하면 둘 다 점대칭사각형이기 때문
이다. 직사각형은 평행사변형의 성질을 모두 만족하지 않는다. 왜냐하면
직사각형은 점대칭도형이 될 수 있고 선대칭도형이 될 수도 있기 때문이
다.’라고 답변하여 개념에 혼란을 갖고 있었다.
정사각형은 어떤 성질을 만족하는지 묻는 문항②에 5명 학생 모두 평
행사변형, 직사각형, 마름모의 성질을 다 만족한다고 답했다. 그 중에서
도 4명은 구체적으로 두 쌍의 대각의 크기가 같고, 두 쌍의 대변의 길이
가 같으며, 대각선은 그 길이가 같고 서로 다른 것을 수직이등분한다고
답하였다.
학생들은 대부분 앞서 탐구한 사각형의 성질들을 바탕으로 그 성질들
사이의 관계를 이해하는 데에 어려움을 느끼지 않았다. 마름모와 직사각
형이 평행사변형의 성질을 모두 만족한다는 것을 각 사각형의 성질을 비
교하거나 대칭성을 이용하여 이해하였다. 뿐만 아니라 정사각형의 성질
을 잘 유추한 것으로 보아, 대칭성을 이용하여 이끌어낸 사각형의 성질











<표 Ⅳ.4> 학생 답안: 사각형의 성질들의 관계
2.4. 사각형의 포함관계 추론
사후 설문으로 대칭성을 이용하여 사각형의 포함관계를 설명하는 문
항을 제시하였다. 이를 테면 ‘마름모는 점대칭사각형이고 대각선에 의한
선대칭 사각형이다. 따라서 마름모는 점대칭사각형인 평행사변형에 포함
된다.’와 같이 대칭성을 통해 사각형의 포함관계를 추론할 수 있는가를
묻고자 하였다. 이러한 사고과정은 ‘정사각형은 네 변의 길이가 모두 같
고, 네 내각의 크기가 모두 같은 사각형이다. 따라서 정사각형은 네 변의
길이가 같으므로 마름모이다.’라는 교과서의 설명과정과 맥락이 비슷하
다.
설문 문항에서 등장하는 “포함”은 본 실험대상인 중학생들에게 수학
적 용어로 학습되지 않았기 때문에, 일상용어의 뜻으로 사용되었다. 이규
희, 최영기(2016)는 교과서의 ‘마름모는 평행사변형이다.’에서 “이다”의
의미에 대한 이해의 어려움을 지적한 바 있다. 이때의 “이다”는 동일성
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개념이 아닌 유개념 함축의 의미이므로 이를 보다 명확히 드러내기 위해
본 실험 문항에서는 “포함”이라는 용어를 도입하였다.
설문은 먼저 사각형에 대한 내용적 접근을 하지 않고, 조건을 만족하
는 집합들의 포함관계에 대해 형식적으로 접근하였다. 주어진 조건 ①,
②, ③을 만족하는 그룹A와 조건 ①, ②, ③, ④를 만족하는 그룹B의 포
함관계에 대한 것, 그리고 마름모와 평행사변형의 포함관계를 대칭성으
로 설명하는 것으로 2문항을 제시하였다.
첫 번째 문항에서 그룹A와 그룹B의 포함관계를 맞힌 학생은 5명 중
3명이었다. 그 이유로 ‘그룹B는 만족할 수 있는 범위가 좁은데 A는 더
넓은 범위이기 때문에 B가 A에 포함된다.’, ‘B는 A보다 특성이 한 가지
더 많고, A는 B의 특성 중 한 가지가 없다.’, ‘A는 ④를 만족하지 않아
B가 될 수 없는데 B는 ①, ②, ③을 만족하여서 A가 될 수 있다.’라고
각각 설명하였다. 3명 학생들 모두 A와 B의 포함관계는 알맞게 답했지
만, 그 이유를 제대로 설명하지 못했다. 나머지 2명은 ‘그룹A에는 ④가
포함되지 않기 때문에 A는 B에 포함된다.’, ‘B는 ④를 만족하기 때문에
④를 만족하지 않는 A에 포함될 수 없다.’라고 답하였다. 만족해야 하는
조건의 수가 많은 그룹일수록 그 집합이 크다고 생각하여 오류가 나타남
을 알 수 있다.
두 번째 문항은 앞 문항의 답을 활용하여 ‘마름모가 평행사변형에 포
함된다.’를 설명하는 것으로 5명 중 4명이 알맞게 답하였다. 그리고 그
이유를 사각형의 정의(1명), 사각형의 성질 사이의 포함관계(1명), 사각
형의 대칭성 사이의 포함관계(2명)로 설명하였다. 옳은 답변은 ‘마름모는
평행사변형과 마찬가지로 대변이 평행하기 때문이다.’, ‘마름모는 평행사
변형의 성질과 더불어 대각선이 서로 다른 것을 수직이등분해야 하므로
더 넓은 범위인 평행사변형에 마름모가 포함된다.’, ‘마름모가 점대칭도형
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이기 때문에 평행사변형에 포함된다.’ ‘마름모는 점대칭도형이고 대각선
에 의한 선대칭도형이며, 평행사변형은 점대칭도형이다.’가 있었다. 틀린
답변은 ‘마름모의 성질이 평행사변형의 성질에 포함된다.’로 사각형의 성
질과 사각형의 포함관계를 연결 짓지 못하였다.
첫 번째 문항과 두 번째 문항에 대한 답변을 분석한 결과, 두 문항을
연관 지어 답을 쓰지 못한 학생이 대부분이었다. 실험대상인 중학생들은
아직 집합과 포함관계에 대한 학습이 이루어지지 않아 도형의 성질과 도
형의 포함관계를 연결 짓는 데에 한계가 있을 수 있다. 본 실험설문에서
는 이를 “포함”이라는 일상용어를 대체 사용하여 극복하고자 하였으나
이 역시 여전히 학생들에게 이해의 어려움이 있었음을 알 수 있었다.
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3. 연구 결과
본 연구실험의 목적은 대칭성을 이용한 사각형 탐구 학습의 가능성을
확인하고, 학습 과정에서 나타난 어려움을 자세히 살펴보고자 하는 것이
었다. 수업실험 내용을 바탕으로 내린 연구 결과를 과정 순으로 요약하
면 다음과 같다.
첫째, 직접 만든 임의의 각과 임의의 길이를 가진 사각형을 이용하여
각 사각형의 대칭성을 발견할 수 있었다. 초등학습에서는 점대칭도형과
선대칭도형을 따로 분리 학습했다면, 이번 학습에서는 한 도형의 모든
대칭성을 통합 정리하였다. 이것은 사각형의 대칭변환을 모두 찾아내는
것으로, 각 사각형의 변환군에 대한 학습이 된다. 각 도형의 변환군을 찾
고 비교하는 과정은 기하학습을 보다 동적이게 하고 스스로 탐구하는 기
회를 제공한다. 또한 이를 통해 교과서에서 다루는 사각형의 표준화된
이미지 학습의 한계에서 벗어날 수 있다.
둘째, 사각형의 대칭성으로부터 사각형의 성질을 연역하였다. 이는 대
칭변환의 정의, ‘도형을 대칭이게 하는 변환’으로부터 전개한 것이다. 초
등학교에서 대응의 관점에서 대칭도형의 성질을 다루었다면, 본 수업에
서는 이를 사각형의 성질로서 정리하였다. 대응변의 길이, 대응각의 크기
등의 연산적 대응 “과정(process)”에서 대변의 길이, 대각의 크기 등 “대
상(object)”으로 정리하며, 대칭성에 대한 풍부한 학습을 이어갈 수 있다.
또한, 각 사각형의 모든 성질을 대칭성이라는 일관된 방법으로부터 연역
할 수 있다.
셋째, 사각형의 성질을 비교하여 이들의 관계를 파악한다. 예를 들어,
대칭성으로부터 연역한 마름모의 성질 중에 평행사변형의 성질이 포함되
어있음을 확인할 수 있다. 이를 통해 ‘마름모는 평행사변형의 성질을 모
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[그림 Ⅳ.6] 대칭성을 이용한 여러 가지 사각형의 관계
두 만족한다.’를 이해할 수 있다. 기존의 학습에서는 평행사변형의 조건,
사각형의 정의를 통해 ‘마름모는 평행사변형이다.’를 선행 이해하여야 했
다. 반면 대칭으로 성질을 모두 연역한다면 학습목표에 보다 쉽게 접근
할 수 있다.
넷째, 본 실험에서는 이어서 ‘마름모는 평행사변형에 포함된다.’를 대
칭성의 포함관계로부터 추론할 수 있는지를 확인하고자 하였다. 그러나
실험 참여 학생들의 반응을 앞서 살펴본 결과, 조건과 포함관계 사이의
이해 부족으로 답변이 여러 갈래로 나뉘었다. 이에 본 연구자는 실험에
서 다루었던 “포함”이라는 단어를 삭제하고 다음과 같은 학습을 제안한
다.
평행사변형 중에서 두 대각선에 의한 선대칭 사각형은 마름모이다. 평
행사변형 중에서 두 인접하는 변의 수직이등분선에 의한 선대칭 사각형
은 직사각형이다. 직사각형 중에서 두 대각선에 의한 선대칭 사각형은
정사각형이다. 마름모 중에서 두 인접하는 변의 수직이등분선에 의한 선
대칭 사각형은 정사각형이다. 이를 정리하면 [그림 Ⅳ.6]과 같다.
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본 수업실험에서의 제한점을 요약하면 다음과 같다. 첫째, 주어진 시
간의 한계로 인해 여러 가지 사각형의 관계를 수업내용으로 포함시키지
못하고 사후 설문 문항으로 대체하였다. 또한 대칭성으로부터 사각형의
성질을 연역할 때, 교과서에서 다루는 성질만을 다루었다. 더욱 깊이 있
는 학습을 위해서는 학생이 교과서에 나오는 사각형의 성질 외에도 다양
한 성질들을 탐색할 수 있도록 가능성을 열어주는 것이 바람직할 것으로
보인다.
둘째, 사각형의 모든 대칭변환을 수업내용으로 다루지 않았다. 항등변
환은 모든 사각형에서 언급하지 않았으며, 정사각형의 경우 항등변환 외
에도  ,  회전변환을 언급하지 않았다. 이는 초등학교에서 배운
선대칭도형(반사변환에 대해 대칭인 도형), 점대칭도형( 회전변환에
대해 대칭인 도형)만으로 사각형 학습 내용을 구성하기 위해서였다. 항
등변환과 외의 회전변환 등 다양한 대칭변환을 지도한다면 도형의
대칭에 대해 보다 더 심화된 탐구학습을 전개할 수 있을 것이다.
셋째, 사각형의 대칭성과 사각형의 정의의 동치관계를 학습내용에 포
함시킬지 고려해보아야 한다. 실제로 기존의 교과서 학습방법과 대칭성
을 이용한 학습방법을 비교하는 설문에 대해, 한 학생이 ‘대칭성으로는
사각형의 모든 성질을 알 수 없을 것 같다.’라고 답하였다. 본 수업에서
는 임의로 직접 만든 사각형의 대칭성을 탐구하는 것으로 ‘모든 평행사
변형은 점대칭이다.’를 일반화하였으나, ‘점대칭 사각형이면 평행사변형이
다.’라는 그 역에 대해서는 설명하지 않았다. 이 때문에 비롯될 의문에
대비하여 사각형의 대칭성이 정의를 대체할 수 있다는 설명이 추가되어
야 할 것으로 판단된다.
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Ⅳ. 요약 및 결론
현행 학교기하는 유클리드식의 추론 방법을 바탕으로 준-공리 체계를
따르고 있다. 이 학습 방법의 형식적이고 엄밀한 측면은 역사적으로
Klein의 변환기하가 탄생한 배경이 되었다. 변환기하학은 주어진 변환군
의 불변성을 탐구하는 것으로 이 관점에 따라 기존 여러 기하학들이 위
계적으로 분류된다. 그중 합동변환군의 불변성을 탐구하는 것이 유클리
드기하이며 현행 학교기하의 전반적인 내용이라고 볼 수 있다.
우리나라 기하교육과정에서 중학교는 평면논증기하의 첫 등장시점이
다. 이에 대해 학생들의 학습 상 어려움이 꾸준히 지적되어, 2009 개정
교육과정부터 증명활동은 정당화활동으로 확대 대체되었다. 그럼에도 과
연 중학교과정이 엄밀한 논증기하학습을 하기에 적절한 시기인가에 대한
의문은 풀리지 않았고, 보다 더 직관적이고 구체적인 활동에 의한 기하
학습전개의 필요성이 계속하여 제기되고 있다.
한편, 다른 나라의 수학 학습 내용과 우리나라와의 공통점 및 차이점
을 파악하는 것은 의미 있는 교육적 시사점을 도출할 수 있는 방법 중
하나라 할 수 있다. 특히, 도형에 대한 정의는 다양하기 때문에 어떠한
기하학적 관점을 강조하느냐에 따라 학습의 전개가 달라진다. Usiskin et
al(2008)는 미국의 각 교과서에서 다양하게 정의하는 사각형의 종류를
나열, 분석한 바 있다. Miyakawa(2017)는 일본과 프랑스의 기하 교과서
를 분석하며, 일본의 유클리드기하식 사각형 정의와 프랑스의 변환 기하
학적 사각형 정의에 따른 학습 전개 방식을 비교하였다. 특히, Zazkis와
Leikin(2008)은 도형의 다양한 정의들 중에서 교사와 교과서로부터 선택
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된 정의가 과연 학습자에게 교육적으로 적합한지에 대한 고려가 필요하
다고 지적하였다.
이에 본 연구는 변환 기하학적 관점에서 현행 기하학습을 고찰하고
새롭게 학습내용을 구성하여 제시하였다. 먼저 미국과 우리나라의 교과
서 내용 및 교육과정을 특히 변환 기하학적 관점에서 비교하였다. 두 나
라에서 변환기하 학습에 두는 비중의 차이는 학습 내용과 전개방식의 차
이로 이어졌다. 이어서 중학교 기하교육과정에 변환 기하학적 관점을 활
용할 수 있는 예로 사각형의 성질 학습지도 방안을 제시하였다. 대칭변
환을 통해 여러 가지 사각형의 성질 및 관계를 학습하는 과정에 대해 자
세히 살펴보며 그 학습 가능성을 확인할 수 있었다.
연구문제 첫 번째는 “변환기하의 비중에 따라 기하학습의 내용 및 전
개방식은 어떻게 다른가?”이다.
이 물음에 답하기 위해 우리나라와 상대적으로 변환기하 학습을 강조
하는 미국의 교과서 및 교육과정 자료를 비교분석하였다. 우리나라 교육
과정에는 나타나지 않는 ‘변환’을 미국에서는 강조하고 있었으며 더 심화
된 내용을 다루고 있었다. 자세한 비교 내용은 다음과 같다.
첫째, 미국 교육과정에서는 변환과 대칭으로 수학적 상황을 분석하기
를 목표로 제시하는 반면, 우리나라 교육과정에서는 변환기하 관련하여
학습목표를 명확하게 제시하지 않는다. 둘째, 우리나라는 변환기하 학습
시기가 초등학교와 고등학교로 분리되어 있고, 미국은 전 학년에서 권장
되고 있다. 셋째, 미국 교육과정에서는 합동변환 정의를 다루고 그 하위
종류로 반사, 평행이동, 회전 등을 설명하며 이 변환들의 공통적 성질을
강조하고 있다. 반면, 우리나라 교육과정은 합동변환이라는 단어가 등장
하지 않으며 합동은 유클리드기하식의 접근으로만 다루어진다. 넷째, 학
습순서를 살펴보면, 미국은 합동변환을 정의한 후 대칭도형을 다루기 때
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문에 대칭도형의 정의에서 변환의 연산적 과정이 강조된다. 반면, 한국
교육과정에서는 초등학교에서 대칭도형을 먼저 학습하는데, 앞서 배운
도형의 합동과 관련하여 다루지 않아 변환의 함수적 측면이 상대적으로
강조되지 않는다. 다섯째, 미국교육과정에서는 변환을 나타내는 다양한
표현 방법을 익히는 한편, 우리나라는 좌표평면 위에서의 점과 도형의
이동만을 학습하고 있다.
연구문제 두 번째는 “대칭성을 이용한 사각형 학습지도의 결과 및 시
사점은 무엇인가?”이다.
닮음변환군에서 불변량 중 삼각비가 중요한 역할을 하듯이, 합동변환
군에서는 변환에 대해 선분의 길이와 각의 크기가 불변이라는 것이 가장
중요한 내용이다. 도형의 대칭변환을 통해 도형의 성질을 학습하면 학습
과정에서 조작활동이 자연스러워지고 직관적 학습이 가능하게 된다. 이
에 본 연구는 중학교 기하교육과정에서 사각형의 성질을 변환 기하학적
관점에서 교수실험 하였다. 대칭성을 이용한 사각형의 성질 탐구학습 과
정을 요약하면 다음과 같다.
첫째, 사각형의 대칭성을 발견하는 과정은 한 도형의 대칭변환을 모두
찾아내는 것으로 기하학습을 보다 동적이게 하고 스스로 탐구하는 기회
를 제공한다. 둘째, 사각형의 대칭으로부터 사각형의 성질을 연역하는 것
은 연산적 대응 “과정”에서 도형의 “대상”으로 나아가며 대칭에 대한 풍
부한 학습이 된다. 셋째, 각 사각형의 성질들을 비교하며 여러 가지 사각
형의 성질의 관계에 보다 쉽게 접근할 수 있다. 넷째, 여러 가지 사각형
의 관계를 대칭성이라는 통일된 관점으로 학습할 수 있다.
한편, 위 수업실험은 기존의 학습내용에서 평행사변형의 조건을 다룰
필요가 없어진다는 장점이 있으나, 사각형과 사다리꼴을 대칭성으로 구
분하지 못한다는 단점이 따른다. 따라서 위 내용은 기존의 학습방식과
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절충하여 활용될 필요가 있다.
대칭은 역사적으로 예술, 과학 등 여러 분야에서 다양한 현상을 설명
하는 원리이자 탐구수단이 되어왔다. 수학에서도 대칭의 아이디어는 기
하뿐만 아니라 전체 수학 영역에서 핵심적 역할을 하고 있다. 그렇기 때
문에 대칭과 변환은 학습 측면에서 수학적 상황을 분석하고, 수학적 개
념을 이해하는 데에 있어 가치 있는 도구 역할을 할 수 있다. 변환의 불
변성에 대한 탐구학습은 수학적 대상을 새로운 관점에서 바라볼 수 있게
할 것이고, 여러 수학 영역을 연결 짓는 도구가 되어 통합적 안목을 기
를 수 있게 할 것이다. 이에 대해 보다 깊은 후속연구가 필요하다.
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대칭 관계 선대칭의 성질
AB  _____ ➀
∠C   ____ ➁
AF  ___ BE
AF  ___ CD
➂
대칭 관계 점대칭의 성질
AB  _____ ⑴
∠C   ___ ⑵
AO ___ DO
BO  ___ EO
⑶
<부록> 대칭성을 이용한 사각형의 성질 탐구 활동지
1. 다음 도형은 선대칭일까? 만약 선대칭이라면 모든 대칭축을 그려보고, 그 대칭
축의 수를 써보자. 
                                        
 다음 도형에서 주어진 대칭축 AF 에 대하여 대응 관계를 생각해보고 빈 
칸을 채워보자.
2. 다음 도형은 점대칭일까? 만약 점대칭이라면, 대칭의 중심을 찾아보자. 
                                               
 다음 도형에서 대칭의 중심 O에 대하여 대응 관계를 생각해보고 빈 칸을 
채워보자.
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3. 각자 만든 평행사변형, 마름모, 직사각형, 정사각형을 보고 다음 표의 빈 칸을 
채워보자.
4. 위의 표에서 발견한 각 사각형들의 대칭성을 정리하고 물음에 답해보자.
- 위 사각형들 중에서 점대칭 사각형은 무엇인가요?
- 대각선을 대칭축으로 갖는 선대칭 사각형은 무엇인가요? 수직이등분선을 대칭축으로 갖
는 선대칭 사각형은 무엇인가요?







AD   _____
AB   _____
∠A   _____
∠B   _____
AO   _____










∠A   _____
∠B   _____
AO   _____
BO   _____
5. 자기가 만든 평행사변형을 이용하여 평행사변형의 대칭성으로 알 수 있는 성
질들을 찾아보자.
 ▸평행사변형의 대칭성 : 평행사변형은 점대칭도형이다.
     
  ▸점대칭
     성질 :




  성질 :
▸선대칭 







AD   _____
AB   _____
AO   _____





AO  _____ 
__________




  성질 :
▸선대칭 
  성질 :
 
8. 위에서 탐구한 내용을 바탕으로 아래 질문에 답해봅시다.
 [정리하기] 마름모의 성질과 평행사변형의 성질을 비교해봅시다. 마름모는 
평행사변형의 성질을 모두 만족하나요? 왜 그렇다고 생각하나요? 
[정리하기] 직사각형은 평행사변형의 성질을 모두 만족하나요? 왜 그렇다고 
생각하나요?









 오른쪽 정사각형 ABCD에서 대각선 AC  위에 한 점 P가 있다. 
∠DPC    일 때, ∠ABP  의 크기를 구하시오.
1. 다음 사각형ABCD의 성질을 최대한 추측해보고 그렇게 추측한 이유를 적어보자.
                                  (변의 길이, 각의 크기, 대각선의 특징 등
2. 다음 문제를 자신이 생각하는 가장 쉬운 방법으로 풀이해보자. 답과 함께 풀이 
과정을 자세히 쓰세요.
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➂ 여학생이다. ➃ 이번 추석 때 
축구경기를 봤다.
 
옳게 말한 사람 :
그 이유 : 
3. 덕수중학교에서 다음 ➀, ➁, ➂를 만족하는 그룹을 그룹A라 하고 
   ➀, ➁, ➂ 뿐만 아니라 ④까지 만족하는 그룹을 그룹B라 하자.
다음 채팅방에 초대되었다고 하자. 둘 중 누가 하는 말이 옳은가요? 그 이유는 어
떻게 설명할 수 있을까요?
4. 다음 친구는 ‘마름모는 평행사변형에 포함된다.’를 이해하는 데에 어려워하고 있
습니다. 앞서 탐구한 마름모와 평행사변형의 대칭성, 그리고 3번을 이용해서 친구에
게 이를 설명해보세요.  
                               
마름모가 평행사변형에 포함된다고? 
흠...
- 75 -
평행사변형 정의 : 두 쌍의 대변이 평행한 사각형
성질 : 두 쌍의 대각의 크기가 같다.
       두 쌍의 대변의 길이가 같다.
       두 대각선이 서로 다른 것을 이등분한다.
마름모, 직사각형은 점대칭 사각형이므로 평행사변형의 성질을 모두 만족한다.
점대칭 사각형이다.
5. 오늘 했던 사각형의 대칭성으로 여러 가지 사각형의 성질을 탐구하는 활동에 대
해 다음 물음에 답하세요.
- 대칭성으로 탐구하는 방법의 좋은 점과 어려운 점은 무엇일까요? 그 이유는 무
엇인가요?
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When identifying a proposition in geometry, Euclid's deductive
methods are come to mind first. This is one of the reasons students
have difficulty with the geometry. Although the geometry can be
used as an active material compared to other mathematical fields, the
curriculum in Korea is composed of mathematical symbols and formal
proofs. There is also a lack of explanations of where the proposition
came from and opportunities for students to study themselves. This
study attempted a new approach to the geometric curriculum from
the perspective of transformation geometry.
Transformation geometry is an essential learning area in US
curriculum. It deals mainly with congruence transformations and
symmetric transformations, emphasizing the preservation of shape
- 78 -
properties under a particular transformation and aims to analyze the
mathematical situation. On the other hand, Korean curriculum adopts
Euclidean geometry method and regards intuitive geometry as an
auxiliary means.
This study suggests an example of the teaching and learning of
transformation geometry in middle school curriculum. Students were
able to perform manipulations such as flips and turns on
quadrilaterals, learning about transformations and symmetry, and
naturally deducing the properties of quadrilaterals. Symmetry also
leads to learn the relationship of quadrilaterals from a unified
viewpoint.
Transformation geometry emphasizes the intuitive and concrete
aspect of learning, and its application value is high as a method of
directly deducing shape properties through activities. Transformations
and symmetry highlight the merits of intuitive geometry and provide
a new perspective on the existing geometric curriculum.
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